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INLE ID ING.
De oplossing van de vergelijking van Pell
( l )  x2 -  dr 'z  :  L
is één van dc oudste problemen der rekenkunde. Op verscheidene
gebieden cler gctallenleer ontmoet men cleze vergelijking. Zij heeft
zich dan ook ecurvcn achtereen in de belangstelling van de rvis-
kundigen mogen verheugen, zooals bli jkt uit meer dan 300 publi-
caties ovcr clit onderu'erp.
Voor cle historische ontwikkeling van het probleem r,'errvijs ik
naur cen drieti i l  uitstckendc bibliografieën:
L. E. DrcxsoN, History of the Theory of Numbers II 1920,
blz. 3.tl--400.
E. E. \\rslrrono, The Pell trquation, Columbia Univ. Diss.,
Nerv-York 1912.
H. KoxEN, Geschichte der Gleichung 12 - Du2 - l, Leipzig 1901.
In cleze inlciding zal ik clie ontrvikkeling in grove trekken schetsen
en daurna ecn beknopt overzicht geven van de inhoud van dit
proerfschrift. Wanneer ik bij de historische schets tot de gebruike-
'lijke opiossingsmethode ben gekomen, zal ik de ontwikkelings-
gang even onderbreken om die methode in 'tkortuiteente zetten.
Nadat de Grieken en de Indiërs hun krachten aan de oplossing
van vergeli jking (1) hadden beproefd, heeft Fnnrrer het probleem
cipnieuw aan de orde gesteld. Hij daagde nl. in 1657 alle wis-
kundigen uit, een aigemcene oplossing van de vergeli jking (1) in
geheele getallen te geven voor een willekeurig natuurlijk getal d
dat geen kwadraat is. In 't zelfde jaar nog vonden de beide
Engelschen Warus en BnounxER een methode, die tot het doel
voerde voor d - 433 en d - 313. Z\ konden evenwel niet be-
rvijzen, d:rt hun recept voor iedere rvaarde van d een oplossing
opleverde.
Eurrn bekortte in 1765 de berekening tot op de helft door
gebruik te maken van de kettingbreukontwikkeling van Jà. Yan
EurBn is ook de naam ,,vergeli jking van Pell" afkomstig. Er
u'ordt echter cloor historici over getwist of PBrr zich wel ooit met
de naar hem genoemde vergelijking heeft bezig gehouden. Men
I
r l  
,  r l  ,V"- V"-/ o \
,)
neemt tegenrvoordig vrij algemeen aan, clat die naamgeving op
een vergissing berust. Vandaar, dat de vergelijking door sommige
schrijvers ,,vergelijking van F'ermat" wordt genoemd.
Onafhankeli jk van EurBn gaf ook LecnaNcn een oplossing
van het probleem met behulp van kettingbreuken (1768-'70). Hij
toonde meteen aan, dat zijn methode voor iedere lvaarde van d
bruikbaerr was en dat de door hem afgeleide rekenregels eigenlijk
dezelfde waren als die van Wants en BRouNxnn. HaNxBr l iet
zien, dat ook de Indische methode op hetzelfde necrkomt. Het
werk van LecnaxcB is nog heel wat vereenvoudigd door LricnNlnB.
Omdat de kettingbreukenmethode nog altijd de gebruikelijke
oplossingsmethode is, volgt hier een korte uiteenzetting daarvan.
Is rl een natuurlijk getal, geen kwadraat, dan kan men fA
ontwikkelen in een oneindige kettingbreuk met gedeelteli jke tellers
I en met positieve gedeelteli jke noemers:
t / d : o o +
Daartoe bepaalt men uit de betrckhingen
bo: '  o ,
bn :  Q ,n -1Cn - t -  bn - t ,
an:  
' t  grootste geheele
de getallen bn, c, en a,,; behalve bo ziln het allemaal natuurli jke
getallen.
Met behulp van de in (2) aangegeven kettingbreukontwikkeling
en van de getallen c,, heeft men de vergelijking
x 2 - d y z : A
onderzocht, als A een geheel getal I 0 is. Lagrange bervees nl-
de volgende stell ing.
STELLII{G I: IndieTn A een geheel getal t '  0 aoorstelt en
lA l<v 'a
is, dan is nood,zakelijke en uoldoende uoorwaarde, opdat tutee onderling
ondealbare getallen x en y bestaan wet
(4) x2 - d,yz : A,
dat een natuu,ilijh getal n, te u'índ,an is met de eigenschap
c o :  l ;
d - - b n '
c , : J  ( r a >  l ) ;
.  C n - l






A  :  ( -  l ) u c u ,
aan, de door (3) gedelinieerda getalletr, is.
p,  r l  t l  l l
4 0  T ; -  - l  r -  |  - l -  r -
Q , ,  l a t  l a ,  l e n - t
de r&" lxed,elend,e byeuk aan l/d uooy, dan ís
Pn' - dqn' : (- r)"c,,.
Laten we nu de kettingbrcukontwikkeling van 1/7 nauu-keuriger
bekijken.
De drie ri jen
(5) &s, (r1, &2, . . . . ., &,,,
(6)  bo,  br ,  b2,  . ,  bn,  .
(7)  cs,  c1,  c2,  . ,  c , , ,  .
zijn periodiek cn de perioden vertoonen een zekere symmetrie.




l) k, is eaen,.
Dan stelien we h, : 2i
gende gedaante:
( s )  o o , l o r , & 2 ,  .  . .  . .  & 2 ,  a 1 , 2 a o , l a r ,  & 2 ,  . .  .  . ,  a 2 ,  e . r , 2 e . o ,
( 9 )  O ,  I  o o ,  b 2 , . . . . ,  b " ,  b r ,  a r ,  l o n , b " ,  . . . . , b r , b r , a o ,
( l o )  l ,  \ r r ,  r r ,  .  .  .  . ,  c 2 ,  c 1 ,  \ ,  l  r r ,  , r ,  . . .  . ,  c 2 ,  c 1 ,  r ,
4 1 , & 2 , . . . .
a 0 , b 2 , . . . .
C y , C 2 , . . . .
r<h<+h
(10)  de  vo l -
a t '  '  . . "
& o '  ' ' " '
c b . . . . .
Bestaat elke periode uit Ê getallen, clan gelden voor
de betrekkingen 1)
t  {  ao  12 t /à ,
L  S b n * t  1  y , d ,
|  1c t ,  <  2 \ / à ,
tlr,.cr, is ongeveer 2ao.
twee gevallen:
cn kri jgen de ri jen (s), (9) en
ao' la ' '  az '
t t ,  
l ao ,  
bz ,  .
l ,  l c r ,  c r , .
r )  Z ie b.v.  LncuNonr,  Théor ie des nombres I  1830, b lz.  52 en 61.
4De bijbehoorende periodieke kettingbreuk is
r l  r l  r  I  r l  r l
\ / d - a n - l i  + r - + .  . . + r _ ] + r '  -  i - - J  r  . . . .  i
l a r  l a ,  l q t _ ,  l q t  l e t _ r
r l  r l  r l  r l  l l
_ 
______-.1 | ______-t _____J L _r _l ___J _-:
l o ,  
'  
l o ,  l zoo  
'  
l a ,  
'  
l a ,
Men stelt deze gewoonlijk aldus voor:
{ A :  { o o ,  o r ,  a z ,  . . . . ,  & t - r ,  a . i ,  & i - 1 ,  . ,  a z , a r , 2 a o } ,
2) k is oneae?t,.
Dan ste l len u 'e É:  2 i  + |  en komen de r i jen (8) ,  (g)  en ( f0)
a ls  voJgt  u i t  te  z icn:
a o ,  l q v  a z ,  . . . .  ,  & t - r ,  Q . i ,  & 4 ,  a i - t , .  . .  . ,  a . 2 ,  a 1 ,
0 ,  l o o ,  b r , . . . . , b r - r ,  b n ,  b o * r ,  b i ,  . . . . . , b r ,  b r ,
l ,  l o r ,  c r , . . . . ,  c t r ,  c i ,  c i ,  c . t - r , . . . . , c 2 ,  c 1 ,
De bijbehoorende periodieke kettingbreuk
I l  r l  r l  r l  r l








fA  -  {oo ,  o r ,  &2 ,  .  . ,  c l i - r - ,  & i ,  a i ,  a i - r ,  .  .  .  . ,  &2 ,  a r ,2ar )
DBcrm heeft met behulp van de betrekkingen (3) de ketting-
breukontrvikkeling van fà bepaald voor alle waarden van
d < 1000 t). Bij ieder getal d schrijft hij de gedeeltelijke noemers
)  C.F.Decex,  Canon Pel l ianus enz. ,  Kopenhagen l8 l7.
DncaN geeft bij iedere waarde van d meteen de fundamenteele oplossing van de
vergelijking van PBrr. (f) op.
Deze tafel is voortgezet tot. d.:1500 door C. E. Brcxuono in: Report British
Assoc. for 1893, 1894, blz. 73-120.
E. E. WHrrnono breidde in 't aangehaalde proefschrilt de tafels nog uit tot
d : 1700; met de kettingbreukenlijst ging hij tot 2000.
B. en W. geven, indien mogelijk, de fundamenteele oplossing van xz -dy2 : - |
op; anders die van (l).
Voor fouten in de drie genoernde tafels zie: A. J. C. CuNuNcueu, euadratic parti-
tions, 1904, blz.280-266 en Mess. of i\{ath. 46, 19f 6, blz. 49-69; D. H. Loarupn,
Bull. Math. Soc., 1926, blz. 545-550. Lrnlron stelt bovendien een voortzettins
van de tafels tot d :2000 in uitzicht.
& n  U x :  0 ,  I ,
hij in 't eerste
( t 1 )
( 1 2 )
.. . ., i) neer en daaronder de getallen cn, zoodat
geval (A even) de ri jen
Q1, &2, e l - t ,  \e i )
C1 '  C2 ,  ' '  C t - t ,  C i
&0,
l ,
krijgt en in het tweede geval (À oneven) de rijen
(13)  &s,  &b ao , ,  (ao,  ar)
(14)  l ,  c . t ,  .  . ,  c i , , t ,  c i ,  c i .
Daarbij zijn de getallen a, tusschen haakjes geplaatst, om met één
oogopslag in zijn talel te kunnen zien, van v'elke kettingbreuk-
ontwikkelingen de periode uit een eaan aantal en van welke zij
uit een oneae% aantal getailen bestaat.
Keeren we thans terug tot het onclerzoek van de vergelijking
(4 ) x 2 - d , y z : f ,
waarin A een geheel getal voorstelt nret de eigenschap
o< lA l<^ , /d .
Is À evcn (lr:2i), clan hebben alle getallen I uit ri j  (7) tot
rangnummcr 2hi, als /z een r,viliekeurig natuurlijk getal voorstelt.
Is ,t oneven (k - 2i { I), dan hebben alle getalien I uit ri j  (7)
tot rangnummer h(2i f l), u'aarbij /z een willekeurig natuuriijk
getal is.
Derhalve volgen uit stelling I onderstaande 4 stellingen:
STELLII,\GII: Bestae.t de period,e aam de kettingbrenkonhtik-
heting uan fà tdt eem euen oantal getallen (k : 2i) ,0, i, f"o d,Qznl
2híd, nadeyende brcuh t 'an y'V, dan is
P r , , , '  dq r , , i ' -  l .
De uergelijking
x 2 - d Y z : - l
heelt d,an gaen geheele oplossingen.
STELLII{G III: Bestaat de periocle uan de hettingbreukontuik-
keling uan 1/i nit eam o,nauan q.antal getallen (k : 2i I L) en' stalt
U a, hhd" nad,erende breu,k uan f d, uooy, d,am is
I nr,
f ,,r '  - dqro' : (- 1)n.
t)
STELLII,{G IV: Ind,ien A een geheel gatal uooystelt rnet
I< lA l<{a
an d,e periorl,a aam de kettingbreu.kontwikheling aan fd een euan
aantal ged,eeitelijke %oen4ars heelt (k:2i), d,an is nood.zakel,ijha en
aold,oendo vooruaard.e, opdat tw,ee onderling ondeelbare getallen x en
y bestaam met
(4 ) x2 -d , y2  -  f ,
d,at in tle aerste hellt aan d.e periode uan rij (L2) aen gatal c,, aoorhonr,t
?77et
l t r , l :A
em vnet euen of oneue% rangn,u,n1,n1,er h., al naar gelanl A positiel ol
negatiel ís.
Is d,eze aoorwaard,e veyauld, en stelt fu a, hd" nad.arend.e breuk uít%
Qn
{d uoor, d,an is
f r ' - d q o ' - A .
STELLII{G V. Is A een geheel getal ntet
1<lA l< \ /a
an haelt d.a period.e aan de kattingbreuhontwihkeling uan y'd een
o%eaevt, aantal gedeeltelijke nlrmals (k - 2i I l), d,an is nootlzako-
lijke en uold,oend,e uooruaord,e, opd,at twee onderting omdeelbare ge-
t & l l e m x e n , y n t e t
I L \ x 2 - c l y z : A
te uindem zijn, d,at onder de eeyste .i getallen z,am d,e parioda 
"-an, ríj(I4) ean gatal c,, voorhomt ntat
, r : lA l .
Is aan rleze aooruaayde aold,aan en steltf " (r, - nqtatuylijh getat)
ele nd' mad,eranrl,e byeulr. uan x/j voot,, aqo:, grmrn tegatijkertijd d,e
beirle betrehkingen
fn ,  -dqo ' . - - ' . :  ( -  l ) , ,  1A l  en  (p r , * r_n) ,  -d ( , I r rn r_r ) r :  ( - l )à+1 lA l .
Een gevolg van stelling II en III is
STELLII{G VI: irlood,zakelijhe en t,oldoamde aoorwaard,e, opdat de
aergalij hing
(  l 5 )
€ ' -  d , t '  :  -  I
7mi%stens één geheele positieue oplossing heelt, is, d&t de period'a uan
de kett'íngbreu,hott'tzuikheling uan t/d uit ec?l, oneue'n aantal getallen
beslaat; rn.a.w., dat de boaemste rij in de, zoo noodig uoortgezette talel
aam Dagen eindigt m.et taee getallen tusschen haakies.
Voor het geval
lL l>  \ / í
is, laat zich het onderzoek van tle vergelijking
( 1 )  x 2 - d Y z : A
met behulp van een eindig aantai (ra) herleidingen terugbrengen r)
tot hct ondcrzoek van de vergeli jking
x 2 - d n Y 2 : A n ,
waarin d,n een natuurlijk getal, geen klvadraat, is en A,, een geheel
getal rvaarvoor cle ongelijkheden
lA , ,  l< lA l ,  lA , ,  l< r /7 , ,
gelden.
Hiermede moge de kettingbreukenmethode voldoende toege-
licht zijn.
Zonder kettingbreuken te gebruiken heeft DtntcHLET een een-
voudig bewijs gclevertl van cle volgcnde stelling:
De t,ergelíjking run Pell
( r ) x z - d y 2 : l
heeft oncíndig ueel geloeele positieue oplossingen.
De geheele positieae oplossing waarbij y zoo klein mogel'ijh 'is, h'eet
de Íund.arnenteele oplossing.
I(ent ruen. rle tundam,enteele oplossing
X = X 1 , ! - ] 'r,
dan' t'índt nten alle gehecla f>ositíeue oplossingett, door te stallan'
t  v { à  - .  ( \ ' ,  , - l ' r  t ' d ) " ,
ols n, tle rij der natu,wlijke getallew doorlttopt.
Daarbij ztj nog in 't voorbijgaan opgemerkt,
deze stell ing uitbreidde tot complexe getallen.
I)e noodznkelijke en voldoende voorwaarcle
bevredigde slechts rnatig cn n'ren heeft gezocltt
vorm voor clie voorwaarcle.




8In 1907 leidde NlnuwBNcrowsKy de volgende reeds door DncnN
en LBcBltnRE opgemerkte stelling af:
STELLII{G 10 (blz. 23): Zij (*r, yr) de lundatnenteele oplossimg
aq,n
(1)  xz -  d,yz :  I '
d,an is noodzakelijhe em uold.oende uoorwaarde, opdat
( 1 5 )  
€ 2  -  d 1 t 2 :  -  I
geheele oplossitr,gen bezit, dat ey tu'ee natwurlijke getallon E1 en, 11..
te uinden zijn rnet da eígenschappen
xt  :  2Er2 i  I ,  ! r :  2€t t jy
Bcsta.at zoo'n getallenpoar (4r,i jr), dan ís het t le lurtduntettteele
oplossíng aan (15).
Verder heeft men getracht, de oplosbaarheid of onoplosbaarheid
van vergelijking (15) in verband te brengen met cle factoren-
ontbinding van het getai rl. Deze poging is slechts gedeetteli jk
gelukt  (z ie b lz .  15--16) .
Ook de stell ingen II en III gírvcn geen vollc bevrediging. hnmers:
Voor elke rvaarde van tl moest de kettingbreukontwikkeling van
1/7 worden bepaald. Van die ontwikkeling viel niets tevoorspellen
met behulp van andere kettingbreukontwikkelingen. En toch bleek
soms -- doch pas als de ontrvikkeling heelemaal af rvas -- dat
zij in eenvoudig verbancl stond met een of meer andere ketting-
breuken. Deze cimstancligheid schijnt rneer of mincler bewust cle
oorzaak 5;eweest te zijn, dat naar andere methoden is gczocht.
Geusz heeft de vergeli jking van Pnn (t) in verband gebriicht
met cle transformatie van ku'adratische vormen met discriminant d.
I)rntcnrEr zette dat onderzoek voort, breidde het probleem uit
tot complexe getallen en kwam tot cen oplossing van de vergeli jking
van PBr-t met behulp van cle theorie van de cirkeldeeling- (i837).
SrBnN en MTNNIcERoDE hebben een andere kettingbreuken-
methode gevonden om de vergeh;king van Peil op te lossen, nl.
door nt4 te ontrvikkelen in een kettingbreuk met negatie',te gedeelte-
l i jke noemers en daarna de voorgaande methode toe te passen (1873).
Bovengenoemde oplossingsmethoden van Gausz-Dirichlet en
van Stern-Minnigerode rvorden nooit gebruikt. 'k ZttI ze daarom
verder buiten beschouwing laten.
Intusschen hebben verscheidene ondelzoekers (zooals l)ncnN,
Srrnn, RlcHeun, BourrN, ln JoNgurÈnns) allerlei regelmaat
gevonden in de kettingbreukentafels, zoodat ze met stelling II
9en III een groot aantal identiteiten konclen opschrijven. Bijvoor-
beeld:
t 2 a 2  \ 2  - .  i 2 a \ 2l - + l )  ( " , :  b )  ( .  l : 1 ,\ á  t  ' \ b /
waarin a ) (l en ó een positieve of negaitieve deeler van 2a is;
(1a "  I  6&2  -  r ) 2  -  { ( 2a  I  I ) z  a }Qaz  !  2a )z  :  1 ;
(81a2  I  72a  !  IZ l z -  ( 9a '  +  8a  |  2 ) (27a  {  l 2 ) ' ?  :  t ;
( r 2 5 0 a z  -  7 0 0 a t 9 9 ) t -  ( 2 5 a 2 - I a a ! 2 ) ( 2 5 0 a -  7 0 ) 2  . _  r ,
(72a I  r7)2 (36a2 f  I la  {  2)  .  r22 :  I .
Het zoeken naar een algetneene identiteit, geldig vooriedere
rvaarde van d, is evenrvel vruchteloos gerveest, hoeu'ei dit streven
bijna even oud is als het geheele problcem (sommige van clc bckende
iclentiteiten waren n1. ook reecls door cle Indiërs gevonclen).
Alle bckcncle identiteitcn van deze soort, clie ieder afzonderlijk
arls b4 tocval u'erden onttlekt, zi jn te beschouu'en als bizondere
gevallen van de oneindige n;en identiteiten die met behulp van de
.stell ingen 20, 2I, 22, 38, it4, 63 en 6.1 van dit proefschrift op zeer
eenvoudige wijze systemzrtisch kunnen rvorden opgeschreven
zoncler kcttingbreuken tc gebruiken.
NIct belrtrlp van clcze stcllingen kan n c:t't, claar ze voor cle be-
tr-okken rvrrur-clen van d clircct de fun'dartteu,tcela oplossing oplevcren,
heel rvat rekcnr,r,erk besparen bij het maken van een tafel met
fundamenteele opiossingen van de vergelijking van Pell.
Om deze stellingen, die het doel vern m'n proefschrift vorrnen,
af te lciden, zttl ík geen gcbruik maken van kettingbrcukontwik-
kelingen.
Ik ga uit van cle folmule vun Dlntcur-nr voor alle gcheele posi-
t ieve oplossingen ( r ,  y)  r ' ln  vergel i jk ing (1) ,  n i .
x  + y\ /à -  (* r  j ,  yrv ,à. ) " ,
rvaarin (rr, yr) de fundarnenteele oplossing voorsteit en ru c1e rij
der natuurli jke getallen clocirloopt. Uit het verband van deze
oplossingen met die van vergeli jking (15) volgt de zoocven ge-
noemde stell ing 10.
Stelling 13 geeft een criterium om uit te maken of eetr gcgeven
oplossing van dc vergeli jking van Pell (l), of eventueel van (lr5),
c1e fundamenteele is of niet.
In hoofdstuk II rvordt aan stelling 13 ontleend een voldoende
voorr'vaarcle opdat een oplossing van (15) de fundarnenteele zij ;
l 0
eveneens een voldoende voorwaarde opdat een oplossing van (f)
de fundamenteele is en tegeli jkerti jd (15) gee'geheele oprossingen
bezit.
Hoofdstuk III onderzoekt met behulp van 't voorafgaande de
vergeh.lkingen (l) en (15), ingeval d, een natuurli jk getal is van
minstens één der drie volgende gedaanten:
d - &2 + b (o > 0, ó is een positieve of negatieve cleeler van 2a),
r I : ( 2a+ l ) , +4 ,
d  :  ( 2a  *  l ) ' 9 - -  + .
Dc resultaten van dit hoofdstukje waren in ruwe vorm reeds
bekend.
Hoofdstuk IV bevat drie cveneens bekende stell ingen aangaande
de fundamenteele oplossing van (l) resp. (f5) voor het geval r/
deelbaar is door een kwadraat. Bovendien een drietal toepassingen,
waaronder een vraagstukje dat ik in 1929 voor het Wiskundig
Genootschap heb opgegeven.
Hoofdstuk V geeft enkele stellingen over de geheele oplossingen
(X, D) van de vergeli jking
x 2 _ D Y : 1  : A ,
rvaarin Y een natuurlijk getal, A een geheel getal I 0 is. Als
nevenresultaat vindt U in de opmerking bij stelling 3I een alge-
meene methocle om een tafel te maken van de fundamenteele
oplossingen van
x 2 _ d y z : r z ,
u,aarbij c een r,r'illekeurig natuurlijk getat is en rl de rij der natuur-
Iijkc getallen doorloopt (kr,vadraten uitgezonderd).
In hoofdstuk VIII u'ordt een theorie ontrvikkeld over cle funcla-
menteele oplossing van de vergeli jking
y z - f l r z :  + 2 .
De hoofdstukken VI, VII en IX leveren cle bovenbedoelde
stellingen 38, 44, 63 en ti-t, bcnevens een aanteri opmerkingen over
l ret  gebruik  daru 'van.
